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MG DAU

Céc dinh Iy Stolz-Cesaro co dién dudc céc nha todn hoc Otto Stolz
(1842-1905) va Ernesto Cesaro (1859- 1906) dua ra. Dinh 1y dé cap t6i
X . d ~ s . a —a N . a ~ - s X PN
sit ton tai clia cac giéi han lim Tl Ty lim cung cac dieu kién
n—o0 b, 1 — b, n—oo b,
dé cac gisi han nay bang nhau. Dinh 1y dudgc xuat ban lan dau tién trong
[11] v& ké tir do, da duge xuit ban lai trong nhidu tai lieu khac nhau c6
chtt dé vé day s6 va chudi s6. Dinh 1y dugc xem nhu 1a phién ban roi
rac cila quy tac L’Hopital trong gi6i han clia ham s6 va né cho ta mot

phuong phap hitu hiéu dé tinh cac giéi han c¢6 dang khong xac dinh —
00

va 0 trong cac bai toan tinh giéi han, dac biét la trong cac bai toan tinh
gi6i han lién quan téi tong. Gan day, dinh 1y dugc st dung tinh hé sé ctia
da thitc duge dinh nghia 1a tong cac liiy thita clia cac s6 nguyen ([7]) va
nghién cttu tinh chat tuan hoan ctia ham s6 ([5]). V6i nhiing ting dung
ké trén, dinh 1y Stolz-Cesaro ngay cang dudc cac nha toan hoc quan tam
md rong, phat biéu ¢ nhitng dang khac nhau va c6 théem dugc nhitng ting
dung méi, dién hinh 1a céc két qua ctia C. Mortici ([8]), G. Nagy ([9]) v&
S. Puspana ([10]).

Luan vin nay sé tong hop va trinh bay mot s6 dang co dién ciia dinh
1y Stolz-Cesaro; mot s6 dang md rong ctia G. Nagy va S. Puspana; va
mot s6 dang mdi duge dua ra bdi C. Mortici. Tiép theo, luan van trinh
bay mot s6 ting dung ctia dinh 1y Stolz-Cesaro trong viéc tinh giéi han
clia day so, trong dé c6 tinh gisi han clia mot tong, day 1a bai toan hay
thuong xuat hién trong cic dé thi toan danh cho hoc sinh va sinh vieén.
Mot tng dung khac ctia dinh 1§ Stolz-Cesaro la tinh tong hitu han cia

cac liy thirta nguyén cing duge chung t6i trinh bay trong luan van nay.



Cudi cuing, ching toi sé sit dung mot dang mé rong dinh 1y Stolz-Cesaro
ciia G. Nagy dé nghién citu tinh chat tuan hoan cia ham sb trong bai
toan 11147 ctua P. P. Dalyay.

Ngoai phan md dau va két luan, luan vin gom 2 chuong:

Chuong 1. M6t s6 dang cuia dinh 1y Stolz-Cesaro.
Phan dau ctia chuong trinh bay mot sé khai niém co ban phuc vu cho
cac muc sau ctia luan van. Tiép theo, ching t6i trinh bay céc dang co

dién, mot s6 dang mé rong va méi ciia dinh 1y Stolz-Cesaro.

Chuong 2. M6t sé ting dung cua dinh 1y Stolz-Cesaro.

Chuong nay tim hi¢u mot s6 ing dung ciia dinh 1y Stolz-Cesaro trong
viéc tinh gi6i han ctia day s6, tinh tong liy thita clia cac s6 nguyén va
nghién cttu tinh chat tuan hoan clia ham s6 trong bai toan 11147 cla P.

P. Dalyay.

Luan vian dugc hoan thanh tai truong Dai hoc Khoa hoc, Dai hoc
Thai Nguyén. Loi dau tién tac gid xin dudc bay t6é long biét on sau sic
téi thay giao TS. Tran Van Thang. Thay da danh nhiéu thoi gian huéng
dan cting nhu gidi dap cac thic mac clia toi trong sudt qua trinh lam

luan van. Toi xin bay t6 long biét on sau sac tdi thay.

Tac gia xin chan thanh cam on toan theé céc thay co trong Khoa Toan -
Tin, truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén da tan tinh huéng
dan, truyén dat kién thic trong suét thoi gian theo hoc, thuyc hién va
hoan thanh luan van.

Xin cAm on ban be, dong nghiép tai truong THPT Tién Du s6 1 va
gia dinh than yéu da tao diéu kieén vé thoi gian va luon ing ho toi trong
sudt qua trinh hoc tap.

Théai Nguyén, thang 05 nam 2018

Nguoi viét luan van

Nguyén Thi Nga



Chuong 1

Mot s6 dang cua dinh 1y
Stolz-Cesaro

Chuong nay trinh bay mot s6 kién thiic co ban, dang co dién va mot

s6 dang md rong ciia dinh 1y Stolz-Cesaro.

1.1 Mot sb kién thitc chuan bi
1.1.1 Day sb

Dinh nghia 1.1.1. Diy s6 1a mot ham s6 tu N vao mot tap hop s
(N, Q, R). Cac s6 hang ctia day s6 thuong duge ky hieu 1a w,, v, T, Y
... Day s6 dugc ky hicu 1a {u, }, {v.}, {z.}, {yn}- ..

Nhan xét 1.1.2. Vi day s6 14 mot truong hgp dac biét ciia ham sé nén

no6 ciing c6 cac tinh chat ciia mot ham so.

Dinh nghia 1.1.3. (i) Day s6 {x,} dugc goi 1a day giam néu x, 1 < z,
vl moi n € N*.

(ii) Day s6 {x,} dugc goi la day tang néu x,,1 > x, v6i moi n € N*,
(iii) Day s6 {x,} ducgc goi la day gidm ngit néu x,.1 < x, vii moi
n € N*.

(vi) Day s6 {x,} dugc goi la day tdng ngat néu x,1 > x, véi moi n € N*.

Day s6 tang hodc day sd gidm dugce goi chung 1a day don dieu.

Dinh nghia 1.1.4. Day s6 {x,} dugc goi 1a bi chin trén néu ton tai sb
thuc M sao cho x, < M v6i moi n. Day s6 {x,,} duge goi 1a bi chin duéi



néu ton tai so6 thuc m sao cho xz,, > m v6i moi n. Mot day s6 vita bi chin

trén, vira bi chan dudi duge goi la day bi chan.

Dinh nghia 1.1.5. (i) Ta n6i day s6 {x,} c¢6 giéi han hitu han a khi n
dan dén vo cling néu véi moi € > 0, ton tai s6 tu nhien Ny (phu thuoc
vao day s6 {x,} va €) sao cho véi moi n > Ny ta ¢6 |z, — a] nhd hon e.
Ta viét

lim z, =a<€>0,4ANy € N:Vn > Ny, |z, — a|] < e.

n—oo
(i) Day s6 {x,} dan dén duong vo cung khi n dan dén vo cting néu véi
moi s6 thyc duong M 16n tuy ¥, ton tai s6 ty nhien Ny (phu thuoc vao

day s6 {x,} vd M) sao cho véi moi n > Ny ta c¢6 |x,| 16n hon M. Ta viét

lim x, = 400 < VM > 0,3Ny € N:Vn > Ny, |z,| > M.

n—oo
(iii) Day s6 c6 gidi han hitu han duge goi la day hoi tu. Day s6 khong c6

giéi han hodc dan dén vo cuing khi n dan dén vo cling goi 1a diay phan k.

Gid st {x,} 14 mot day bi chan. V6i mdi n ta dat

Up = Sup{xTH-D Tn+2, } = Sup Tp+tk,
k=1.2,...
vy, = inf{x, 11,10, ...} = k_1{12f Tt k-

Dé thay w, don dieu gidm va bi chian dudi, nén ton tai giéi han. Gidi
han nay duge goi la gidi han trén cia day {x,} va ky hiéu 1a lim sup z,,.
n—oo

Tuong ty, day {v,} 1a day tdng va bi chan trén, nén ton tai gii han. Gidi
han nay duge goi 1a giéi han duéi cua day {x,} va ky hiéu la lim inf ,,.

n—oo
Pinh 1y 1.1.6. Diéu kien can va di dé day hoi tu la gidi han trén va

qidi han dudi cia day dé bang nhau.

Dinh 1y 1.1.7. (Sy hoi tu ctia day don diéu)
Day so tang va bi chan trén thi hoi tu. Day so gidm va bi chan dudi th

hoi tu.



Dinh ly 1.1.8. Néu {z,}, {yn} la cic day hoi tu va cé gidi han tuong

Ung la a,b thi cac day s6 {xn +yn}, {Tn — yn}, {Tnln}, {@} cing hoi
Y

n

tu va co gidi han tuong ing la a + b, a — b, ab va 7 (trong truong hop
diy so thuong, ta gid st y, va b khdc khong).

Dinh 1y 1.1.9. Gid si a, < b, Vn > Ny, Ny € N va lim a, = a,
n—0o0
lim b, = b. Khi do, ta co a < b.

n—oo

Dinh 1y 1.1.10 (Nguyén ly kep). Gid st lim a, = lim b, = a va

n—oo n—oo

a, < z, < b, vdi moin € N. Khi do, ta co 7}1_)1{.10 Zy = Q.

1.1.2 Chudi sb

Dinh nghia 1.1.11. Cho day s6 wuq; us;...;Up; . ... Khi d6 goi tong vo
han
UL +ug+ ... 4+u, +...
(0. ¢]
1 chudi s6 va ky hicu la >~ w,. u, 1a s6 hang tong qudt; s, = uy + us +

n=1
...+ u, dudc goi la tong rieng thit n ciia chudi s6; 7, = Uni1 + Unso + . . .

duge goi 1a phan du thtt n. Néu lim s, = s (hitu han) thi chudi duge goi
n—oo
1a hoi tu va s 1a tong cta chudi. Néu s, khong dan t6i mot gia tri hitu
han thi chudi d6 goi 1a phan ky.
o0
Dinh 1y 1.1.12. Chudi 56 > u, hoi tu thy lim u, = 0.

n=1 n—oo

(0. ¢]
Chubi s6 > u, duge goi la chudi sé6 duong néu u,, > 0 v6i moi n € N.
n=1

Dinh Iy 1.1.13. (Tiéu chuan so sanh) Cho 2 chudi s6 duong > u, va

n=1

(0] o0
vp néu u, < v, v VYn > ng(ng € N) thi tr su hoi tu cliad’ v, suy

o0 (o)
ra sy hoi tu cla Y u, va to sy phan ky cia > u, suy ra su phan kj cla

%)
> Un:
n=1



Dinh 1y 1.1.14. (Tiéu chuan tuong duong) Cho hai chudi so6 duong

o0 O . un )
> u, va Y, vy, va lim — = k. Khi do, ta co:
n=1 n=1 =00 Up,

Néu (0 < k < +00) thi hai chudi da cho cung hoi tu hodc cing phan
k.
. (0. ¢] o0
Neéeu k =0 thi tw sy hot tu clia Y vy, suy ra sy hoi tu clia > Uy,.
n=1 n=1

o
Néu k = +oo thi tu sy phan ky cia > vy, ta suy ra su phan ky cia

n=1
00
> Uy
n=1

1.1.3 Ham sb
Cho ham s6 thyc f(x) xac dinh trén mot mién trong R.

Dinh nghia 1.1.15. Cho ham s6 y = f(z) c¢6 tap xac dinh D va (a;b)
14 mot khoang con clia D. Ham s6 goi 14 ham s6 dong bién trén khoang
(a;b) néu

r1, T € (a;b) 1 11 < x9 = fx1) < f(a9).

Ham s6 nghich bién trén khoang (a;b) néu
x1, g € (a;0) 111 < w9 = f(x1) > f(22).

Ham s6 dong bién ho#ic nghich bién trén khoang (a;b) goi la don dieu

trén khoang (a;b).

Dinh nghia 1.1.16. Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trong mot lan can
clia a (c6 thé trit diém a). S6 thyce [ hitu han duge goi 1a gisi han clia

ham s6 f(z) khi z — a néu:
Ve>0,30>0:0<|z—a|<d=|f(z) =1 <e

Dinh nghia 1.1.17. Cho ham s6 y = f(z) xac dinh trong mot lan can

clia a (c6 thé trit diém a). S6 thue [ hitu han duge goi 1a gigi han trai



(phai) ctia ham s6 f(x) khi  — a néu:
Ve>0,30 >0: —d<z—a<00<z—a<d)=|f(x)-I<e

Dinh nghia 1.1.18. Cho ham s6 y = f(z) xac dinh trong mot lan can

clia . Khi d6 ham f(z) duge goi 1a lién tuc tai zg néu lim f(z) = f(z0).
T—X0

Dinh nghia 1.1.19. Ham s6 y = f(x) dugc goi 1a lién tuc trai (phéai)
tai 7o néu ham f(x) xac dinh trong mot lan can trai (phai) clia zg (ké
ca x() va

lim f(z) = f(x0)( lim_f(z) = f(x0).

T—Ty T—Tq
Dinh nghia 1.1.20. Ham f(x) dugce goi la lién tuc trong khoéng (a; b)
néu f(x) lién tuc tai moi z thuoc khoang (a;b). Ham f(x) duge goi la
lien tuc trén [a; b] néu f(x) lien tuc trong khodng (a;b), lien tuc phai tai

T = a va lién tuc trai tai z = b.

Dinh nghia 1.1.21. Ham f(x) dugc goi 1a lien tuc déu tren D néu vdi
modi € > 0 ton tai 6 > 0 sao cho véi moi 2,y € D théa man |x — y| < 0

taco |f(z) = fly)| <e

Dinh 1y 1.1.22. Ham f(x) lién tuc trén tap compact D thi lién tuc déu
trén tap D.

Mot hé qua duge suy ra tu dinh 1y trén.
Hé qua 1.1.23. Moi ham lién tuc tuan hoan trén R la lién tuc déu.

Dinh 1y 1.1.24 (Dinh ly gia tri trung gian). Cho f(z) la mot ham so6
lien tuc trén [a;b], f(a) # f(b). Khi do f(x) dat moi gid tri trung gian
gitia f(a) va f(b) trén [a;b].

Dinh nghia 1.1.25. Ham f(x) dugc goi 1a tuan hoan véi chu ky 7' > 0

tréen mien D néux £ 7T € D v6i moi x € D va

flx+£T)= f(x), Vx € D.



